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№1. На рисунке изображен график функции 

. Определите знаки коэффициентов b и c.

Ответ: 

; 

. Заметим, что 

. Найдем производную данной функции: 

 Тогда, 

, так как данная функция в точке 

 убывает.
№2. Пусть а1, а2, а3, ... а2007 – некоторые целые числа. b1, b2, b3, ... b2007 – те же числа, записанные в другом порядке. Докажите, что произведение (а1 – b1)(а2 – b2)(... ((а2007 – b2007) является четным числом.

Каждый из множителей – целое число. Предположим, что произведение не является четным числом, тогда все множители должны быть нечетными. Так как количество множителей также нечетно, то их сумма должна быть нечетным числом, но эта сумма, очевидно, равна нулю. Полученное противоречие доказывает ошибочность предположения, то есть, данное произведение является четным числом, что и требовалось доказать.

№3. Решите систему уравнений: 


Ответ: 
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Приведем первое уравнение к виду 2y + sin2y = x + sinx и рассмотрим функцию 

. Так как производная 

 то эта функция – возрастает (в данном случае, достаточно не строгого неравенства, так как график функции не содержит отрезков, параллельных оси x). Возрастающая функция принимает каждое свое значение ровно один раз, следовательно, 

. Решая уравнение 

, получим: 

 ( 

 ( 

 ( 
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№4. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты АА1, BB1 и CC1. Через вершины А, В и С проходят прямые, перпендикулярные отрезкам B1C1, C1А1 и А1B1 соответственно. Докажите, что эти три прямые пересекаются в одной точке.


[image: image5]
Докажем, что эти прямые будут пересекаться в центре окружности, описанной около треугольника АВС (см. рис. 1).

Действительно, пусть О – центр описанной окружности, тогда треугольник ВОА – равнобедренный, (ВОА = 2(ВСА, значит, 
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Рис. 1

Пусть Н – ортоцентр (точка пересечения высот) треугольника АВС. Тогда (HC1A = (HB1A = 90(, поэтому четырехугольник AC1HB1 – вписанный. Следовательно, (AC1B1 = (AHB1 = 90( – (A1AC = (C. Таким образом, в треугольнике АС1Р (Р – точка пересечения прямых АО и В1С1) сумма двух углов равна 90(, то есть АО(В1С1. Аналогично доказывается, что ВО(С1А1 и СО(А1В1.
Равенство углов AC1B1 и АСВ можно получить иначе, например, из того, что треугольники AB1C1 и АВС подобны (общий угол А и пропорциональность двух сторон). Отметим также, что для тупоугольного треугольника утверждение задачи также справедливо. 

№5. В клетки доски 8(8 расставляют шашки. Требуется, чтобы в окончательной расстановке у каждой шашки была соседняя шашка (по горизонтали, вертикали или диагонали), через которую она может «перепрыгнуть» так, чтобы оказаться на свободной клетке. Какое наибольшее количество шашек можно расставить на доске таким образом?
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Ответ: 48.
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Разобьем доску на четыре квадрата 4(4 и рассмотрим один из них (например, левый верхний). Обозначим поля этого квадрата буквами так, как это показано в таблице (см. рис. 2а). 

Рис. 2а

Тогда среди четырех клеток, отмеченных одной и той же буквой, должна быть хотя бы одна, свободная от шашек, иначе какая-то из четырех шашек, стоящих на этих клетках, не сможет «прыгнуть». 

Поэтому, в каждом из четырех квадратов 4(4 должно быть не менее четырех свободных клеток, то есть, всего свободных клеток на доске – не менее 16, а шашек – не более 48. 

Пример требуемой расстановки сорока восьми шашек приведен на рис. 2б.

Рис. 2б

№6. В тетраэдре DABC: (ACB = (ADB, (СD)((АВС). В треугольнике АВС дана высота h, проведенная к стороне АВ, и расстояние d от центра описанной окружности до этой стороны. Найдите длину CD.
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Ответ: 

.

Рис. 3а

Пусть в тетраэдре DABC Р – основание перпендикуляра, опущенного на прямую АВ из точки С, тогда по теореме о трех перпендикулярах (DP)((AB) (см. рис. 3а). Так как (ACB = (ADB, то равны и радиусы окружностей, описанных около граней ABC и ABD. Так как (СD)((АВС), то эти грани не могут быть равными. 
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Рассмотрим треугольник АВС и треугольник АВD’, равный треугольнику АВD, вписав их в одну окружность (см. рис. 3б). Так как (ACB = (AD’B, то они расположены в одной полуплоскости относительно (АВ). Кроме того, перпендикуляры, проведенные к прямой АВ из точек С и D’, попадут в одну и ту же точку Р. 
Рис. 3б

Тогда |CP| = h; |D’P| = h + 2(d – h) = 2d – h. Так как |DP| = |D’P|, то |CD| = 

.
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