11 класс
№1. Докажите, что уравнение 
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 не имеет действительных корней.
Так как квадратное уравнение 
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 не имеет действительных корней (D < 0), а “ветви” соответствующего квадратного трехчлена направлены вверх, то для любого x верно неравенство 
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. Следовательно, для любого x верно и неравенство 
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, то есть, данное уравнение не имеет действительных корней, ч. т. д.
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№2. Верно ли, что угол между прямой а и плоскостью ( равен углу между прямой b и плоскостью (, если a(b и (((?
Ответ: нет, неверно.

Рис. 1

Рассмотрим, например, куб ABCDA’B’C’D’ (см. рис. 1), в котором: (АD)((AВ), (АВС)((ВСС’). При этом: (((AD); (ABC)) = 0, а (((AВ); (BCС’)) = 90(.
№3. Представьте многочлен 3x4 + 1 в виде суммы квадратов трех многочленов ненулевой степени с целыми коэффициентами.

Ответ: например, 3x4 + 1 = (x2 + x)2 + (x2 – x)2 + (x2 – 1)2.
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Рис. 2

№4. Дан треугольник АВС. На лучах АВ и АС (вне треугольника) построены точки А1 и А2 соответственно так, что ВА1 = СА2 = ВС. А0 – точка пересечения отрезков ВА2 и СА1. Докажите, что прямая, проходящая через А0 перпендикулярно прямой ВС, содержит центр вневписанной окружности треугольника АВС. (Напомним, что вневписанной называется окружность, касающаяся стороны треугольника и продолжений двух других сторон.)
Пусть Ia – центр вневписанной окружности, касающейся стороны ВС (см. рис. 2).
ВIa и СIa – биссектрисы внешних углов В и С данного треугольника. По условию, треугольники А1BC и А2CB – равнобедренные, поэтому ВIa(А1C и СIa(А2В (см. рис. 2). Следовательно, Ia – точка пересечения двух высот треугольника А0BC, значит третья высота этого треугольника лежит на прямой А0Ia, то есть А0Ia(ВC, что и требовалось доказать.
№5. На какое наибольшее количество нулей может оканчиваться произведение трех натуральных чисел, сумма которых равна 407?
Ответ: на шесть нулей.

Например, 250 + 125 + 32 = 407 и 250(125(32 = 56(26 = 106 = 1000000. Докажем, что больше шести нулей быть не может.

Первый способ. Разложим искомое произведение на простые множители. Если на его конце больше шести нулей, то оно должно содержать множитель 5 не менее, чем в седьмой степени. При этом каждое из трех данных чисел может содержать множитель 5 не более, чем в третьей степени, так как 54 = 625 > 407. Причем, если два слагаемых делятся на 5, то третье слагаемое на 5 не делится, так как их сумма 407 не делится на 5. Таким образом, множитель 5 содержится не более, чем в третьей степени, и не более, чем в двух слагаемых, то есть произведение содержит его не более, чем в шестой степени.

Второй способ. Пусть а, b и с – три данных числа, тогда 
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. Следовательно, abc < 2003 = 8000000, то есть произведение не может содержать более шести нулей.

№6. Каждый депутат Думы поссорился ровно с тремя другими депутатами. Президент обязал спикера разбить депутатов на n фракций так, чтобы внутри каждой фракции царило согласие. При каком наименьшем n это возможно (независимо от количества депутатов и того, кто с кем поссорился)?

Ответ: при n = 4.

Сначала приведем пример Думы, которую нельзя требуемым образом разбить на три фракции. Рассмотрим четырех депутатов, каждый из которых поссорился со всеми остальными. Тогда, как бы мы не разбивали их на три фракции, по принципу Дирихле найдется такая фракция, в которой окажутся два депутата, и в этой фракции не будет царить согласие.

Докажем, что любое количество депутатов, каждый из которых поссорился с тремя другими, можно разбить требуемым образом на четыре фракции. Сначала разобьем их на четыре фракции произвольным образом. Если в каждой фракции царит согласие, то задача решена. Если нет, рассмотрим любых двух враждующих депутатов внутри какой-либо фракции. Обозначим их А и Б. Поскольку у Б, помимо А, есть еще два врага, то найдется такая фракция (из трех оставшихся), в которой врагов у Б нет. Переместим Б в эту фракцию. Таким образом, количество враждующих депутатов в новой фракции Б осталось прежним, а в старой фракции – уменьшилось на единицу. 

Если после этой операции во всех фракциях царит согласие, то задача решена. Если нет, повторим ее. Поскольку каждый раз количество пар врагов внутри какой-либо партии уменьшается на единицу, то рано или поздно таких пар вообще не будет, то есть, в каждой партии будет царить согласие.
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